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 حجم دو مخروط را کم کنید. را به کمک قضیه تالس حساب کنید و xکافی است  اثبات، یابر
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 های یکسان : جمع و تفریق دو مخروط با قاعده
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 ی حجم آن کافی است حجم دو مخروط را جمع یا تفریق کنیم.برای محاسبه
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 دوران حول محور
 : dحول خط  ABره خط دوران پا
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 دوران مثلث حول یک ضلع :
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 دوران مستطیل حول یک خط :
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 دایره حول خط :دایره و ربعدوران نیم

 
 

 
 ۱۵



 

بینید. با الساقین میی متساویالزاویهرو، یک ربع دایره، مربع و مثلث قائمدر شکل روبه : 1تمرین 

 را بیابید. dی سایه زده حول خط های داده شده، حجم شکل حاصل از دوران ناحیهاندازهتوجه به 
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 رو حول ضلع متوسط بیابید. 10و  8،  6حجم شکل حاصل از دوران یک مثلث با اضلاع  : 2تمرین 
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را  5طول  رو حول ضلع به 6و  5،  5حجم شکل حاصل از دوران یک مثلث با اضلاع  : 3تمرین 

 بیابید.
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 حجم شکل حاصل از دوران مثلث حول خط نشان داده شده را بیابید. : 4تمرین 
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رو، هر دو خط موازی یا بر هم عمودند. حجم شکل حاصل از دوران این در شکل روبه:  5تمرین 

 را بیابید. 3شکل، حول ضلع به طول 
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بینید. حجم حاصل از دوران و یک مربع می 3ک ربع دایره به شعاع رو، یدر شکل روبه:  6تمرین 

 را بیابید. dشکل سایه زده، حول خط 
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، به  ACو  ABهای قائم با ضلع ABCالزاویه حجم جسم حاصل از دوران مثلث قائم:  7تمرین 

2و  5های ترتیب با اندازه  ، کدام است ؟ ABو موازی ضلع  Cرأس  واحد، حول خط گذرا از 6

 1)60     2)70         (99)سراسری ریاضی 

 3)75     4)80  
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 برش، مقاطع مخروطی
 

 شود، سطح مقطع آن نام دارد.دسی حاصل میشکلی که از برخورد یک صفحه با یک جسم هن
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 سطح مقطع صفحه با مکعب

 
 ۲۴



 

 سطح مقطع صفحه با استوانه
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 سطح مقطع صفحه با کره
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واحد از مرکز  3ی ی آن و به فاصلهای عمود بر قاعدهداریم. صفحه 6ای به شعاع کرهنیم : 8تمرین 

 حاصل چه شکلی است و مساحت آن چقدر است ؟ آن را در نظر بگیرید. سطح مقطع
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بینید. از درون می 12و ارتفاع  6ی رو، یک مخروطی توپر به شعاع قاعدهدر شکل روبه : 9تمرین 

ای به موازات دو قاعده استوانه و وسط آنها این کنیم. صفحهرا خالی می 8آن یک استوانه به ارتفاع 

 سطح مقطع را بیابید.کند. مساحت حجم را قطع می

 
 

 ۲۸



 

داریم. دو صفحه یکی شامل محور استوانه و  8و ارتفاع  3ای به شعاع قاعده استوانه : 10تمرین 

 های حاصل را بیابید.کنند. مساحت سطح مقطعدیگری عمود بر آن این استوانه را قطع می
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AMرو، در شکل روبه:  11تمرین   3  ،BM  6  ،BC  است. شکل حاصل از دوران مثلث  12

ABC  حول خطd ی ی گذرا از نقطهرا در نظر بگیرید. صفحهM  و عمود برd این حجم را قطع می-

 کند. مساحت سطح مقطع حاصل را بیابید.
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ای عمود بر دو وجه مکعب، در ، صفحه«  3،  4،  4» در یک مکعب مستطیل با اضلاع :  12تمرین 

نظر بگیرید. بیشترین و کمترین مقدار مساحت سطح مقطع حاصل از برخورد این صفحه با مکعب را 

 بیابید.
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هستند. سه یالی که در یک رأس «  4،  2،  2» در یک مکعب مستطیل طول اضلاع :  13تمرین 

دهد. مساحت ای شامل نقاط وسط این سه یال، مکعب را برش میمشترکند را در نظر بگیرید. صفحه

 شکل حاصل از این برش را بیابید.
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شود. دو تا از نقاط مشخص رو مکعبی به ضلع واحد و چهار نقطه دیده میدر شکل روبه:  14تمرین 

نقطه، با  ی گذرنده از این چهارها هستند. مساحت شکل حاصل از سطح مقطع صفحهشده وسط یال

 مکعب را بیابید.
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ای بر یک یال و وسط یال دیگر گذشته است. مساحت مقطع در مکعب مفروض، صفحه:  15تمرین 

 (98)سراسری ریاضی خارج     حاصل، چند برابر مساحت یکی از وجوه مکعب است ؟

 1)5
2

    2)6
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 مقاطع مخروطی
دوران کامل دهیم، شکل حاصل  lرا حول خط  dاند.  اگر خط متقاطع Aای مثل در نقطه lو  dدو خط 

، مولد این  dرأس و خط  Aی محور، نقطه lشود. در این حالت خط یک سطح مخروطی نامیده می

 ح مخروطی است.سط
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 شود.سطح مقطع یک صفحه با سطح مخروطی، مقطع مخروطی نامیده می
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 گذرد :بصفحه از رأس سطح مخروطی اگر 
 

 
 نقطه                    دو خط متقاطع                 یک خط                                     
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 صفحه از رأس سطح مخروطی نگذرد : اگر
 

 
 دایره             سهمی                                بیضی                                                        هذلولی       
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 : بیضی 3درس 
ی نقاطی از صفحه است که مجموع فواصل آنها از دو نقطه ثابت واقع در بیضی، مجموعهتعریف : 

 برابر با مقدار ثابتی باشد. شوند()که کانون نامیده می صفحه

 دهیم.نشان میa2مقدار ثابت را با

MF MF a  2 
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را در محل دو کانون یک تکه نخ به طول مقدار ثابت را در نظر گرفته و دو سر آن برای رسم بیضی، 

ا گرداندن مداد داخل نخ بیضی را رسم کنیم. حال یک مداد را داخل این نخ کرده و بثابت می

 کنیم.می
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 درون و بیرون بیضی : 

 درون و بیرون بیضی باشند : Nو  Pی اگر نقطه
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 اجزای بیضی
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F  وF'   :های بیضیکانون 

FFی کانونی   :  فاصله c  2 

 O   :.۴۰ مرکز بیضی که مرکز تقارن آن است



 

 است. aتا دو کانون برابر  'Bو  Bهای ی نقطهفاصله
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 بینید :را در سه جا می aعدد بنابراین 

۴۱ های دو سر قطر کوچک تا کانون،  فاصله  a2،  طول قطر بزرگ :    a2مقدار ثابت بیضی : 
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 وتر کانونی
گذرد و بر قطر بزرگ عمود است، خطی که دو سر آن روی محیط بیضی است و از کانون میبه پاره
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b
MN

a


22 M

FF'

N
 

 

 

 
۴۳



 

 ی کانون تا دو سر قطر بزرگفاصله
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 بیضی قائم و افقی
 

 xهرگاه یک بیضی در دستگاه مختصات قرار بگیرد، در صورتی که قطر بزرگ آن موازی محور 

 نامند.باشد آن را بیضی قائم می yباشد، آن را بیضی افقی و اگر موازی محور 
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eدر یک بیضی با خروج از مرکز:  16تمرین  
3
2

ی دو سر باشد، فاصله 4اگر قطر کوچک  

 قطرهای بزرگ و کوچک را بیابید.
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 ها به ترتیبی نقاط بیضی تا یکی از کانوندر یک بیضی دورترین و نزدیکترین فاصله:  17تمرین 

 را بیابید.رکز بیضی است، خروج  از م 4و  10
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همراه با قطرهای بزرگ و کوچک آن  2/0 خروج از مرکز یک بیضی با روروبهدر شکل :  18تمرین 

 مساحت مثلث به AFB مساحت مثلثهای بیضی باشند، نسبت کانون 'Fو  Fاند. اگر رسم شده

FBF' .را بیابید 
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 ی کانونی را بیابید.، فاصله 12و طول وترکانونی  5/0در یک بیضی با خروج از مرکز :  19تمرین 
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ی اند. اگر فاصلهرو، قطرهای بزرگ و کوچک بیضی رسم شدهدر بیضی شکل روبه:  20تمرین 

 باشد، طول نخ بیضی را بیابید. 6کانونی 

30
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2در یک بیضی با خروج از مرکز:  21تمرین 
3

قطر بزرگ از انتهای قطر کوچک، با کدام  ، دو سر

 (98)سراسری ریاضی خارج           شود ؟زاویه رؤیت می

 1)60    2)90    3)120     4)150   
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AAای یک بیضی به قطره:  22تمرین   BBو  14  4 ، مفروض  Aنزدیک به نقطۀ   Fو کانون  6

کند. اندازۀ ، قطع می Mرا در نقطۀ  'AA، دایره به قطر  Fاز نقطۀ  'AAاست. خط عمود بر قطر 

  (99)سراسری ریاضی خارج          ، کدام است ؟  AMخط پاره

 1) 7     2)2 7     3)2 6     4)2 3  
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2و  8در یک بیضی به قطرهای :  23تمرین    F'Fای به قطر ، دایره F'و  Fهای واحد و کانون 7

 ترین کانون، کدام است ؟تا نزدیک Mکند. فاصلۀ نقطۀ  ، قطع می Mبیضی را در نقطۀ  

 1)4 2  (99)سراسری ریاضی         5/2 (2    2

 3)4 2    4) 3 
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)قائم به مرکز در یک بیضی:  24تمرین  , )1 است. مختصات  6و  10، طول قطرهای بزرگ و کوچک 2

 ها و دو سر قطر بزرگ و کوچک را بیابید.نکانو
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)، مختصات دو سر قطر بزرگدر یک بیضی:  25تمرین  , )1 )و5 , )1 4ی کانونیو فاصله 17 است. 5

 مختصات دو سر قطر کوچک را بیابید.
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eبیضی افقی با خروج از مرکز در یک :  26تمرین  
1
3

، مختصات یک سر قطر بزرگ بیضی 

( , )A 6  قرار دارد. مختصات کانون دیگر بیضی را مشخص کنید. yو کانون نزدیک به آن روی محور  4
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)، مختصات یک کانوندر یک بیضی:  27تمرین  , )3 و یک سر قطر بزرگ که به این کانون  6

)نزدیکتر است،  , )7 طول نخ لازم برای رسم بیضی  مماس باشد، xباشد. اگر این بیضی بر محور می 6

  بیابید.را 
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)هادر یک بیضی مختصات کانون:  28تمرین  , )1 5،( , )1 )یت. اگر بیضی از نقطهاس 3 , )2 1 

 خروج از مرکز آن را بیابید.بگذرد، 
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)هایدر یک بیضی به کانون:  29تمرین  , )2 )و 1 , )2 واحد است. خروج از  6ی قطر کوچک ، اندازه 7

 (98)سراسری تجربی          است ؟مرکز این بیضی کدام 

 1) 6/0   2) 64/0    3) 75/0    4) 8/0  
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 دایره

 ی دایرهمعادله
( ) ( )x y R    2 2 2 

 ی استاندارد دایره گویند.این رابطه را معادله

 توان به صورت زیر نوشت :ی باز شده را میمعادله

x y ax by c    2 2 0 
x دایره گویند. گستردهی بطه را معادلهاین را

y

0

(x , y)

(,)

R
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 ی دایره را به فرم استاندارد تبدیل کرد :توان فرم گستردهبا مربع کامل کردن، می
 

( ) ( )a bx y ax by c x x a b c           2 2 2 2 2 21 1
2 2 4 4

0 
 

aصورت، اگر عدد سمت راست یعنیدر اینکه  b c 2 21 1
4 4

   : 

 کند.صدق نمیای در این رابطه منفی باشد، هیچ نقطه 

 کند.صفر باشد، فقط یک نقطه در این رابطه صدق می 

)ای است به مرکزمثبت باشد، دایره  , )a bO  
2 2

Rکه Rو شعاع   a b c  2 21 1
4 4

. 
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xی دایره به معادله:  30تمرین  y x y    2 2 2 4 4  yو  xی تغییرات را رسم کنید. محدوده 0

 )دامنه و برد( را تعیین کنید.
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axاگر:  31تمرین  y x y x b    2 2 را  bو  a ریداباشد، مق 2ی یک دایره به شعاع معادله 23

 بیابید.
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 وضع نقطه با دایره
)ینقطه , )A x y 0 )یو دایره به معادله 0 ) ( )x y R    2 2  ر بگیرید. را در نظ 2

)ی مرکز دایره، یعنیفاصله , )O   ی تا نقطهA  راd نامیم :می 

( ) ( )OA d x y     2 2
0 0 

)ی دایره رادر معادله  Aی اگر مقدار حاصل از قرار دادن مختصات نقطه )f A : بنامیم 

( ) ( ) ( ) ( )f A x y R f A d R        2 2 2 2 2
0 0 

 داشت :خواهیم 
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( )d R f A  0 ( )d R f A  0 ( )d R f A  0 

A .درون دایره است A .روی محیط دایره است A .بیرون دایره است 

 

 

 

 ۶۵



 

)بر دایره برابر Aی بیرون دایره است، طول مماس رسم شده از نقطه Aی نقطهوقتی  )f A .است 

AO

T

R
d

 
( )d R AT AT d R f A     2 2 2 2 2 

 

 

 

 

 
 ۶۶



 

xی دایره به معادله:  32تمرین  y x y a   2 2 6 )یو نقطه 2 , )A 1 بیرون آن مفروض است.  2

 را بیابید. aحدود 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۶۷



 

)یهاز نقط:  33تمرین  , )A 3 xییرهمماس بر دادو  1 y x y   2 2 2 2 شده است. طول  رسم 2

 ی بین آنها را بیابید.این دو مماس و زاویه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۶۸



 

)یطول مماسی که از نقطه:  34تمرین  , )A 1 xیبر دایره 2 y x a  2 2         شود میرسم  4

 را بیابید. aاست. مقدار  2 برابر

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۶۹



 

 ی یک نقطه تا محیط دایرهرین و نزدیکترین فاصلهدورت
 

AO
MN

RR

d

R-dd+R

AO M
N

RR

d

d-R

d+R
 

 

| |d R نزدیکترین فاصله : d R دورترین فاصله : 
 

۷۰



 

)یی نقطهدورترین فاصله اگر:  35تمرین  , )A 2 xیاز دایره1 y x y a   2 2 2 ، باشد 8برابر  10

 تا محیط دایره را تعیین کنید. Aی ی نقطهو نزدیکترین فاصله aعدد 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۷۱



 

 وضع خط با دایره
 : باشد dی مرکز دایره تا خط مفروض برابر و فاصله Rاگر شعاع دایره 

R

d 

R

d 

R

d
 

d R d R d R 
به کمک رابطه  روی خط ایجاد شده توسط دایرهطول وتر 

 آید.فیثاغورس به دست می
 خط بر دایره مماس است.

نقاط محیط دایره تا  دورترین و نزدیکترین فاصله
dخط R .است 

-می توان وضعیت را فهمید. معادله درجه دومی ایجادتذکر : با قطع دادن معادله خط با دایره نیز می

۷۲ شود که صفر، یک یا دو جواب دارد.



 

xوضع خط:  36تمرین  y  xیرا با دایره 4 y x y   2 2 2 6 را تعیین کرده و دورترین  8

 ی نقاط محیط دایره تا خط را بیابید.فاصله

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۷۳



 

xخط:  37تمرین  y 3 xیبر دایره 5 y x y k   2 2 8  را بیابید. kمماس است.  6

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۷۴



 

yخط:  38تمرین  x a  یدایرهx y x  2 2 4 را  aکند. قطع می 2را در وتری به طول  5

 بیابید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۷۵



 

 دایره مماس بر محورهای مختصات
ای که بر یکی از محورهای مختصات مماس دایره

مرکزش برابر شعاع دایره  yیا  xقدرمطلق  شد،با

 است. ببینید :
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( ,r )O

( ,r )O -

 
 

 

 
۷۶



 

 مرکز آن برابر شعاع دایره است. y و xی مماس بر هر دو محور مختصات، قدرمطلق بنابراین دایره

 های مختصات است.در واقع مرکز آن روی نیمساز یکی از ربع
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۷۷



 

xیدایره:  39تمرین  y ax ay a    2 2 2 4 را  aبر آن مماس است. عدد  xدر زیر محور  2

 بیابید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۷۸



 

)یی که از نقطهدایره:  40تمرین  , )2 ی دایره گذرد، بر هر دو محور مماس است. معادلهمی 9

 کوچکتر را بنویسید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۷۹



 

 وضع نسبی دو دایره 
 ( مقایسه کنیم.'Rو  Rها )شعاع( را با جمع و تفریق dی دو مرکز )باید فاصله

 

 دو دایره متداخل    دو دایره مماس درونی              دو دایره متقاطع                 دو دایره مماس بیرونی                  دو دایره خارج هم )متخارج(                  

R

d
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R

d
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d
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d = +R R'd = -R R' d +R R'd -R R' -R R' d +R R'

 
 
 

۸۰



 

xهایدو دایره به معادلهوضع نسبی :  41تمرین  y x y   2 2 6 2 xو 22 y x y   2 2 4 4 0 

 را مشخص کنید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۸۱



 

)هایدو دایره به معادلهوضع نسبی :  42تمرین  ) ( )x y   2 21 3 )و 4 ) ( )x y   2 22 1 9 

 را مشخص کنید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۸۲



 

xهایبه معادله دو دایره:  43تمرین  x y y k   2 22 xو 2 x y y    2 28 2 16 خارج   0

 را مشخص کنید. kیکدیگرند. حدود 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۸۳



 

xیدو دایره:  44تمرین  y x  2 2 2 xو  3 y x y a    2 2 6 6  aاند. مقدار مماس درونی 0

 را بیابید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۸۴



 

xیدایره:  45تمرین  y x a  2 2 xیدرون دایره 2 y x  2 2 8 ی قرار دارد. مجموعه 9

 را مشخص کنید. aمقادیر 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۸۵



 

xهایدو دایره به معادله:  46تمرین  y 2 2 xو  6 y x y    2 2 6 6 6  Bو  Aدر نقاط  0

 ی این خط را بنویسید.و معادله ABخط اند. طول پارهمتقاطع

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۸۶



 

)ای به مرکزدایرهبزرگترین شعاع  : 47تمرین  , )3 xی دایره برکه  4 y 2 2 را  مماس باشد، 1

 بیابید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۸۷



 

 مماس و قائم بر دایره
 را در نظر بگیرید. Oای به مرکز را روی دایره Aی نقطه

 ه است.عمود شود، خط مماس بر دایر OAبر  Aی خطی که در نقطه

 نیز خط عمود )قائم( بر دایره است. در واقع : OAخط 

 گذرد.هر خط عمود بر دایره از مرکز دایره می
d

A

O

 
 

 

 

 

۸۸



 

) یخط مماس بر دایره به معادلهی معادله:  48تمرین  ) ( )x y   2 21 2 )یدر نقطه 10 , )A 2 1 

 را بیابید.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۸۹



 

xیدو دایرههر بر  ی را بیابید کهخط یهمعادل:  49تمرین  y x 2 2 xو 2 y y 2 2  عمود 4

 باشد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۹۰



 

 های مختلفحل مسئله
 

)که دو سر یک قطر آنای دایره:  50تمرین  , )A 8 )و 5 , )B  2 ی مشترك با چند نقطههستند، 3

 ؟ حورهای مختصات داردم

 

 

 

 

 

 

 

۹۱



 

) طاای که مرکز آن بر نیمساز ربع اول و سوم باشد و از نقدایره یمعادله:  51تمرین  , )A 2  و 4

( , )B 4  را بنویسید. ،بگذرد 6

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۹۲



 

xای روی خطمرکز دایره:  52تمرین  y  xاین دایره بر خط .است5اع آن و شع 3 y 2 1 

 را بیابید. مماس است. مرکز دایره

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۹۳



 

yدو خط:  53تمرین  x  yو 7 x 2 مماس  xر محور ب عمود هستند. این دایره ایبر دایره 3

 را بیابید. ن دایرهشعاع ای است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۹۴



 

yها باشد و بر دو خط xای که مرکز آن روی محور ی دایرهمعادله:  54تمرین  x  1 

yو x   را بیابید.مماس شود، 9

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹۵



 

)ای که از نقاطدایره یمعادله:  55تمرین  , )A 1 2 ،( , )B 3 )و 3 , )C 1  را بنویسید. گذرد،می 6

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۹۶



 

)ای به صورتی قطرهای دایرهمعادله:  56تمرین  ) ( )m x m y m    1 2 5 است. این دایره از  3

)ینقطه , )A 3  را بیابید. گذرد. شعاع این دایرهمی 3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹۷



 

)ای از نقاطدایره -57 , )1 )و 1 , )5 yگذرد و بر خطمی 1   را بیابید. است، شعاع این دایرهمماس 2

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

۹۸



 

xیبا دایره به معادله C یوتر مشترك دایره -58 y x  2 2 4 اول  یمنطبق بر نیمساز ناحیه 6

)یاز نقطه C یاست. اگر دایره , )1  (98 )سراسری ریاضی ؟ آن کدام است یبگذرد، معادله 4

 1)x y y x   2 2 3 6  

 2)x y y x   2 2 2 6  

 3)x y y x   2 2 2 6  

 4)x y y x   2 2 3 6  

 

 

 

 

۹۹



 

)ینقطه -59 , )A 1 xمرکز یک دایره است که بر روی خط 4 y  2 3 1 2وتری به طول 0 جدا  7

yکند. این دایره خطمی   (98تجربی خارج )سراسری    ؟ کندرا با کدام طول قطع می 2

 1) 5-  ،3    2) 4-  ،2    3) 1 2   4) 1 3  

 

 

 

 

 

 

 
 

۱۰۰



 

)های گذرا از نقطۀاز بین دایره -60 , )A 1 xهای و مماس بر خط 4 y 4 3 ها،  y و محور 0

 (99)سراسری ریاضی        ترین شعاع دایره، کدام است ؟بزرگ

 1)5
3

     2)17
9

     3)7
3

     4)22
9

  

 

۱۰۱




